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1- Introducéo

Pensar em probabilidade €, sobretudo, abandonar a crenca de que nés
vivemos todos os dias num mundo muito sélido e ordenado, onde as coisas
fantasticas acontecem, quase s6, para confirmar a solidez de todos os dias.
Afinal, ndo ha grandes rompimentos de expectativas e fatos definitivamente
imprevisiveis dentro do mundo cotidiano.

Pensar probabilidade é aceitar que, ndo obstante o significativo avango
da ciéncia, muito pouco sabemos a respeito da maioria dos fenbmenos que nos
cercam. Por exemplo, do mesmo modo que os cientistas atuais podem, com
muita precisdo, apontar para a localizacdo de um pequeno asteroide a milhares
de quildmetros no espaco; esses mesmos cientistas sao incapazes de predizer
se, apos o lancamento de uma moeda, o resultado sera “cara” ou “coroa”.

Todavia, como é quase certo que sobre os provaveis resultados do
lancamento de uma moeda, muitas pessoas nos digam que acontecimentos
desta natureza s&do atribuidos ao acaso e; tendo em vista que acaso é
meramente eufemismo de ignorancia, a questdo é: do ponto de vista da
matematica, o que significa dizer que um acontecimento € determinado pelo
acaso?

Significa que no reino do acaso, observamos uma relativa regularidade
ou uma relativa simetria. Sentimos, conforme Kasner & Newmam (1968, p.218)
“uma ordem dentro da desordem”. Portanto, por mais paradoxal que possa
parecer; pensar probabilidade € pensar sob a perspectiva de “leis do acaso”.
Ou seja, € aceitar que parte da analise critica da teoria da probabilidade € uma
tentativa de formarmos uma gradacao de crenca racional sobre acontecimentos
gue atribuimos ao acaso.

Quanto aos principios que, atualmente, regem esse estudo de
contingéncias, ha uma espécie de consenso de que a questdo a qual esta
ligada a origem da ciéncia da probabilidade € o problema dos pontos.

Especificamente, determinar a divisdo das apostas de um jogo de azar
entre dois jogadores, igualmente habeis, supondo-se ser conhecido o placar no
momento da interrupcdo do jogo, bem como o nimero de pontos necessarios

para que cada um dos jogadores possa vencer o jogo. (cf. lves 2004, p. 393)



1.1- O problema dos pontos

“Quando moderado, 0 jogo possui virtudes inegaveis. Contudo
apresenta um curioso espetaculo, repleto de contradicdes. A
indulgéncia com seus prazeres sempre foram maiores do que a palidez
do medo do fogo do inferno; e os grandes laboratérios e respeitaveis
palacios dos seguros apresentam-se como monumentos a uma ciéncia
nascida dos copos do jogo de dados”. Kasner & Newman (1968, p. 229-
230).

Embora, no final do século V e inicio do século IV, Pacioli (1445-1509),
Cardano (1501-1576) e Tartaglia (1499-1557) tenham feito consideracfes a
respeito do problema dos pontos, um efetivo avanco somente se verifica, a
partir de 1654, quando o Chevalier de Mére, um experiente jogador, quis uma
informacéo sobre as distribuicbes das combina¢des do jogo, tendo em vista
que, ao que parece, seu raciocinio teodrico, a respeito do problema, né&o
coincidia com suas observacdes praticas.

Assim, propds o problema dos pontos a Blaise Pascal (1588-1640) que,
além de se interessar pela questdo, compartilhou o problema com Pierre de
Fermat (16017-1665). Dai em diante, seguiu-se uma notavel correspondéncia
entre os dois matematicos, a qual resultou em duas solucdes distintas, porem
iIdénticas no resultado.

Quanto ao problema dos pontos, suponha um jogo de

azar entre dois jogadores [jogador A e jogador B] igualmente

7

habeis, onde o vencedor é aquele que, primeiramente,

conseguir 5 vitorias. Além disso, admita que, no momento

<|<|< P>
<|<|m

em que o jogador A possui 3 vitorias e o jogador B possui 2

vitorias, o jogo € interrompido. Assim, a questdo €: como

dividir o prémio entre os jogadores A e B?

1.1.1 A solucédo de Fermat

Tendo em vista que, para ganhar o jogo, o jogador A precisa de 2 (dois)
pontos e o jogador B precisa de 3 (trés) pontos, isso significa que mais quatro

partidas seriam suficientes para decidir o jogo.



Portanto, existem dezesseis modos diferentes, pelos quais 0 jogo
poderia se desenvolver. A titulo de ilustracdo, chamando de a uma partida
ganha por A e de b uma partida ganha por B, os dezesseis diferentes modos

Sao o0s seguintes:

aaaa baaa baab bbab
aaab aabb baba babb
aaba abab bbaa abbb
abaa abba bbba bbbb

Observe que, enquanto os casos em que a aparece duas ou mais vezes
sdo favoraveis ao jogador A, 0s casos em que b aparece trés vezes ou mais
séo favoraveis ao jogador B. Como existem 11 casos favoraveis ao jogador A e
5 casos favoraveis ao jogador B, isso significa que as apostas devem ser

divididas na razédo 11:5.
1.1.2 A solucéo de Pascal

Conforme Ives (2004, p.393-394), Pascal resolveu o problema dos
pontos utilizando o seu “Triangulo Aritmético”. Especificamente, uma tabela
numeérica atualmente conhecida como “Triangulo de Pascal” e, cuja

configuracéo € a seguinte:

12 linha 1

22linha 1 1

32 linha 1 2

42 linha 1 3 3 1

52 linha 1 4 6 4 1

6imha 1 5 10 10 5 1

Se indicarmos por C(n,r) o numero de n combinac¢des simples, de ordem
r, entdo é possivel verificar que os niumeros ao longo da 52 linha do “Triangulo

de Pascal” sdo, respectivamente,

C(40)=1  C@1)=4 C@42=6 C@A3)=4 C@A4H=1



Como, C(4,4) é a quantidade de maneiras de se obter quatro letras a,
C(4,3) é a quantidade de maneiras de se obter trés letras a, e assim

sucessivamente, segue a solugcao do problema,
[C(4,4)+C(4,3)+C(4,2)]:[C(4,1)+C(4,0]=(1 +4+6): (1 +4)=11:5.

A titulo de ilustracdo, admita que ambos os jogadores tenham apostado
R$ 40,00, cada um, o que perfaz um prémio total de R$ 80,00. Assim, segundo
Pascal e Fermat, o jogador A, com trés vitorias, devera receber R$ 55,00;
enquanto o jogador B, com duas vitorias, devera receber R$ 25,00.

Portanto, uma solucao diferente da que foi proposta por Cardano(?) que,
segundo Batanero (2?7?7?, p.??), defendia a divisdo do prémio em partes
proporcionais ao numero de vitéria de cada jogador, ou seja, 3:2. Assim, na
perspectiva de Cardano, enquanto o jogador A, com trés vitorias, receberia R$
48,00; o jogador B, com duas vitérias, receberia R$ 32,00.

Note-se que, embora, na perspectiva do jogo de azar, escolher uma das
formas descritas para a divisdo do prémio é somente decidir para que lado
pender a balanca da vantagem; o fato é que a forma pela qual Pascal e Fermat
resolveram atacar o problema dos pontos mostrou-se mais frutifera ao
tratamento racional do acaso, do que os diferentes raciocinios, até entao
propostos. Nasciam, assim, as bases teéricas para o que, atualmente, &

denominado atribuicdo de probabilidade.
2- A atribuicéo de probabilidade

Embora existam diferentes enfoques para se obter uma estimativa de
probabilidade, todos concordam que, do ponto de vista matematico, uma
relacdo somente deve ser considerada se a ela pudermos atribuir alguma
espécie de valor. Assim, no caso especifico da relacdo de probabilidade,
guando alguma coisa ndo pode acontecer, sua probabilidade é 0 e; se houver
certeza de acontecer, sua probabilidade é 1. Desse modo, qualquer
probabilidade entre esses dois extremos sera representada por uma fracéo
maior do que zero e menor do que um.

Quanto aos diferentes enfoques para a atribuicdo de probabilidade, eles

sdo basicamente trés: o enfoque classico, o enfoque da frequéncia relativa e o



enfoque axiomatico. Porém, antes de passarmos ao tratamento especifico
desses enfoques, duas observacoes.

Em primeiro lugar, um acontecimento ou evento é dito deterministico
quando repetido em condicbes semelhantes conduz a resultados
essencialmente idénticos. Em oposi¢cdo, um evento é dito aleatério quando
executado repetidas vezes, em condicdes aparentemente idénticas, pode
apresentar resultados variados.

Finalmente, dois acontecimentos contingentes serdo denominados
equiprovaveis (igualmente provaveis), se “(...) seja pela auséncia de qualquer
evidéncia ou apOs considerar todas as evidéncias relevantes, ndo se pode
esperar um dos acontecimentos, de preferéncia ao outro.” (Kasner & Newman,
1998 p. 231).

2.1- O enfoque classico

Se houver um namero de modos equiprovaveis de um evento acontecer
e um numero de modos equiprovaveis deste mesmo evento ndo ocorrer,
dizemos que a probabilidade de acontecer o evento € a razao entre 0 namero
de modos que evento pode acontecer e 0 numero total de maneiras pelas quais
ele pode e néo pode ocorrer.

De modo geral, se chamarmos de favoraveis (F) as maneiras pelas
quais os eventos podem acontecer e, desfavoraveis (D) os modos pelos quais

0s eventos nao podem ocorrer, a probabilidade do evento é a fracado

n" de eventos favoraveis ou F
n° de eventos favoraveis + n” de eventos desfavoraveis F+D

A titulo de ilustracdo, considere o problema: apos o lancamento de uma
moeda, qual é a probabilidade do resultado ser “cara”?

Ora, se supormos que a moeda € simétrica, é
equiprovavel que o langcamento resulte “cara” ou “coroa”,

pois nao existe nenhuma razdo que justifique

anteciparmos o resultado “cara” ou o resultado “coroa”.

COROA
Portanto, se a moeda pode cair “cara” ou “coroa”, a probabilidade de cair

cara sera dada pela relacao



CARA - 1 1

CARA+COROA 1+1 2

Contudo, uma dificuldade oriunda do enfoque classico — também

denominado ponto de vista subjetivo da probabilidade — resulta do principio da
razdo insuficiente, ou seja, “(...) se ignoramos completamente as diferentes
maneiras pelas quais um acontecimento pode ocorrer e, por isso, ndo temos
base razoavel para preferéncias, consideraremos como ocorrendo de um modo
ou de outro”. (Kasner & Newman, 1998, p. 221).

E se assim 0 €, ou seja, se ignoramos completamente as diferentes
maneiras pelas quais um evento podera acontecer; entdo ha de se considerar a
seguinte questdo: o que nos permite afirmar que eles serdo igualmente

provaveis?
2.2— O enfoque da frequéncia relativa

O enfoque da frequéncia relativa ou interpretacao estatistica, parte do
principio de que o provavel € aquilo que normalmente acontece. Dito de outra
forma, nesse enfoque, a probabilidade é considerada como a freqiuéncia
relativa experimental em que um evento ocorre em uma determinada classe de
acontecimentos. Assim, dizer que um evento E, em uma experiéncia aleatoria,
tem probabilidade p de ocorrer significa que, se a experiéncia aleatéria for
realizada diversas vezes sob as mesmas condi¢des, a propor¢cado do numero de
experiéncias em que o evento E ocorre € aproximadamente p.

Mais precisamente, se n 0 numero de repeticdbes de uma determinada
experiéncia e ng, 0 numero de vezes em que 0 evento E ocorre; entéo,

denomina-se frequéncia relativa de ocorréncia do evento E nas n realizagOes

da experiéncia aleat6ria 0 nimero fe, tal que:

f= Neg  _  n°devezes que o evento E ocorre
e~ n =  n°derealizacdes da experiéncia

Uma das caracteristicas do enfoque estatistico € que ele nos permite
verificar que a frequiéncia relativa apresenta as seguintes propriedades:
I- fo =1 se, e somente se, 0 evento E ocorrer em todas as n repeticdes da

experiéncia.



Demonstracdo: se o evento E acontece em todas as n repeticdes da
experiéncia, entdo ng=n. Logo, fe=n/n=1

2- fe =0 se, e somente se, 0 evento E nunca ocorrer em todas as n repeti¢cdes
da experiéncia.
Demonstracdo: se o evento E nunca acontece em todas as n repeticdes da

experiéncia, entdo ng=0. Logo, fo=0/n=0
3- 0sfe<1
Demonstracdo: em n repeticoes da experiéncia, temos que 0 <ng <n.
Dividindo, todos os membros por n, vem que (0/n) £ (ng/n)<(n/n)
Logo, 0< fe <1
4- Se E e F forem eventos mutuamente exclusivos (isto €, a ocorréncia de E

independe da ocorréncia de F e vice-versa), e se fepr for a freqliéncia

relativa associada ao evento (E O F), entéo, fenr= fo + ft

Demonstracdo: Se E e F sdo eventos mutuamente exclusivos, entéo
(E n F) = @e, por conseguinte, ng = 0.
Como, Negr=Ng + NEg-Ng,F S€gue que Negr=Ng + Ng.

Dividindo, todos os membros por n, vem (ngggr/ n)=(ng/n) + (ng/n)

Logo, fenf = fe + ft

Para ilustrar a forma pela qual atribuimos probabilidade a um evento
aleatério sob o enfoque da frequiéncia relativa, vamos retomar a experiéncia de
lancar, ao acaso, uma moeda e, em seguida, fazer a leitura da face voltada
para cima.

Se fizermos um total de n experiéncias e obtivermos C vezes o resultado
“cara”, vamos dizer que a frequéncia absoluta do evento “cara” é C e a
frequéncia relativa é C / n.

Como bem nos lembram Guelli, lezzi & Dolce (s/d, p. 104), é claro que
se jogarmos a moeda apenas uma vez, o resultado sera imprevisivel. Contudo,
as sistematicas experiéncias de se lancar uma moeda, ao acaso, parecem
apontar no sentido de que, repetindo-se o langamento da moeda um nimero n

crescente de vezes, a ocorréncia do evento “cara” tende a estabilizar-se em



torno da metade de n; conforme mostram os resultados de algumas

experiéncias historicas. (Ibid p.104). (Vide Tabela 1).

Tabela 1
xperimentador
N Buffon Pearson
redquencla
1] 2048 12012
C 4040 25000
Cin 0,50643 0,5005

Portanto, o enfoque estatistico €, antes de tudo, um enfoque a posteriori,
ou seja, apos supor que o futuro sera consistente com o passado, ele afirma

que:

: 5 C 1
se n-o>w entdo - —

Em sintese, o enfoque estatistico apoia-se na “lei dos grandes nameros”
enunciada, no seculo XVIII, por Jacob Bernoulli (1654-1705) (cf. Stigler, 1986 p.
64); a qual, em geral, € enunciada, mais ou menos, da seguinte forma: “se
apos n repeticbes de um experimento (n suficientemente grande ), se
observam h ocorréncias de determinado evento, entdo a probabilidade do
evento é h/n. Essa probabilidade é chamada probabilidade empirica”. (Spiegel,
1978 p.8).

E se assim o €, isso significa que este ponto de vista é, no minimo,
questionavel. Afinal, qual é a justificativa para tal suposicdo? ApoOs executar a
experiéncia e determinar a frequéncia relativa, afirma-se que a probabilidade é
1/2. Ora, mas isso é apenas uma hipotese!

Certamente. Mas, seja como for, é indiscutivel que esse enfoque €, em
grande parte, o responsavel pela ampliacdo na utilizacdo da probabilidade, ndo
apenas em Fisica ou Astronomia, mas, sobretudo, nas Ciéncias Sociais,
Biologia e Economia.

Portanto, em acordo Kasner & Newman (1968, p. 223), trata-se de um *(...)
processo cientifico que se apdia na mesma conveniente regra de bolso que nos
guia nos assuntos praticos: uma hipotese é valida se nos guia a resultados
corretos mais freqientemente do que a errados; as verificacdes experimentais

sao definitivas — até que a experiéncia seguinte venha a modifica-las.”
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2.3— O enfoque axiomatico

O enfoque axiomatico busca desvencilhar o estudo matematico de
probabilidade dos principios vagos em que se apdiam o enfoque classico e o
enfoque estatistico. Ou seja, 0os pontos de vista que, respectivamente, se
sustentam sobre as assertivas dos eventos equiprovaveis e dos numeros
suficientemente grandes.

Trata-se, portanto, de um ponto de vista em que as proposicdes
matematicas somente sdo verdadeiras se ndo nos conduzirem a contradi¢des.
Em outras palavras, isso significa que o enfoque axiomatico € um método

l6gico dedutivo e, por isso, diferente do método experimental.
3- Nocdes fundamentais de probabilidade

Definicdo I: Seja A um experimento aleatdrio e Q um espago amostral

associado a E. Se a cada evento E de Q associamos um numero real P(A) tal
que, P(A) = n(A) : n(Q); entdo P(A) é denominado probabilidade de A, além do

gue, obedece aos seguintes axiomas.

i) P(p) =0;
i) P(Q) = 1;
i) 0 < P(A) <1, paratodo A 0 Q;

Iv) Se A e B sdo eventos mutuamente exclusivos, entdo P(A O B) = P(A) + P(B).
Seguem, entdo, 0s seguintes teoremas:

Teorema | : Se A é o complementar de A, entdo P(A®) = 1 — P(A).
Demonstracdo: Sabemos que 1 = P(Q) = P(A O A%) = P(A) + P(A°).
Portanto: P(A%) = 1 — P(A)

Teorema ll: Se A 0 B entdo P(A) = P(B) — P(B — A).
Demonstracdo: Como B =A [0 (B — A), temos:

P(B)=P[AO B -A)]=P(A) +P[B-A).
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Portanto P(A) = P(B) — P(B - A)
Corolério: Se A 0B, entdo P(A) < P(B).
Demonstracédo: Como P(A) = P(B) — P(B — A) e P(B — A) = 0, pois P € uma
probabilidade. Disso, resulta que P(A) < P(B)
Teorema lll: P(A OB)=P(A) + P(B) - P(A n B).
Demonstracéo: Temos que: P(A) =P(A-B)+P(An B)e
P(B) =P(B-A) + P(An B)
Somando as duas igualdades, vem que:
P(A)+P(B)=PA-B)+P(B-A)+P(AnB)+PAnB)
Portanto, P(A [0 B) = P(A) + P(B) — P(A n B)

3.1- Aplicacdes

1) Suponha duas sacolas de tal modo que a primeira (S;) possui duas
bolas azuis e uma vermelha e, a segunda (S;) possui trés bolas azuis e
duas vermelhas. Retirando-se, ao acaso, uma bola de cada sacola, qual

€ a probabilidade das bolas serem de cores diferentes?

Dados do problema:

Obs.: Como existem trés bolas em S; e cinco bolas em S,, o nimero total de maneiras
diferentes pelo qual elas podem ser combinadas, duas a duas, é de 3x5 = 15 (vide
figura abaixo). Dessas 15 combinac¢des, enquanto 9 possuem cores iguais, 7 possuem
cores diferentes.

s- 000
s:- 00000

Solucéo:
Espaco amostral: Q é o conjunto de todas as combinac¢des - n(Q) = 15.

Eventos favoraveis: A é conjunto de todas as combinacdes, duas a duas, em
que as bolas possuem cores diferentes — n(A) = 7.

Logo, pela definicdo, segue que P(A) = n(A) / n(Q) = 7/15.
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2) Qual é a probabilidade de que, apdés o lancamento (a0 acaso) de um

dado honesto de seis faces, aconte¢ca um nimero maior do que quatro?

Dados do problema:

Obs.: Em um dado de seis faces os resultados possiveis sdo Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
conforme figura abaixo. Note-se que, dizer que um dado é honesto significa que as
chances de saida de um determinado resultado sdo iguais para todos os demais
resultados possiveis.

. »
o [ (] ; - . @
s o ™ a8 & & & @

Espaco amostral: Q ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, com P(1) =P(2) =... = P(6) = 1/6
Eventos favoraveis: A = {5} e B = {6}
Solucéo:

Como os eventos A e B sdo mutuamente exclusivos (sair o nimero 5 significa
gue nédo saiu 0 numero 6), entdo pelo axioma lll,
P(A) ou P(B) - P(AOB)=P(A) + P(B) =1/6 + 1/6 = 1/3.

3) No lancamento simultaneo de dois dados honestos de seis faces, ao

acaso, qual a probabilidade de ndo se obter soma igual a 5?

Dados do problema:

Obs.: Apo6s o lancamento simultaneo . . : . : .
de dois dados de seis faces, as somas G (- ? --------- 8 --------- *J --------- 10 --------- 1i1
de pontos possiveis de se obter sdo | | | | |
36, distribuidas conforme o grafico ao : : : : :
ado. SRR S SU SE S

Espaco amostral: € composto pelos
36 resultados possiveis. Portanto,
n(Q) = 36

086 &0 D
Evento complementar: é o conjunto A® formado por todos os pares ordenados
cuja soma é 5, ou seja, A° = {(4,1), (3,2), (2,3), (1,5)} - n(A%) = 4

Portanto, P(A®) = 4/36 = 1/9.
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Solucéo:
Pelo Teorema I, sabemos que P(A®) = 1 — P(A) « P(A) =1 - P(A°).
Logo, P(A) =1 - (1/9) = 8/9.

4) Retira-se, ao acaso, uma carta de um baralho comum de 52 cartas. Qual
a probabilidade de que essa carta seja uma Dama ou uma carta de

copas?

Dados do problema:

Obs.: Um baralho comum possui 52 cartas, divididas igualmente em quatro naipes, ou
seja, {ouros ¢, copas ¥, espadas # e paus #&}. Para cada naipe, a distribuicdo e
enumeracao das treze cartas sdo a seguinte:

Naipe Cartas
. As 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K
v As 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K
a As 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K
& (As 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K
Obs.: J = Valete, Q= Dama e K = Rei

O espaco amostral: Q é o conjunto de todas as cartas do baralho - n(Q) = 52.
Eventos favoraveis: A ={Q¢, Qv, Qa, Q&} - n(A) = 4;
B={Asv, 1v, 2v,3v 4v 5v 6¥ 7v.8v 9v 10v Jv Qv Ky} - n(B) = 13;
portanto, P(A) = n(A) / n(Q) = 4/52 e P(B) =n(B) / n(Q) = 13/52
Solucéo:
Como, o que se quer é P(A) ou P(B), pelo Teorema lll, vem que:
P(A) ou P(B) — P(ALB) = P(A) + P(B) — P(AnB)
Quanto a P(AnB), temos que AnB ={Q¥v} - n(AnB) = 1.
Portanto, P(AnB) = 1/52.
Logo, P(AIB) = 4/52 + 13/52 — 1/52 = 16/52 = 4/13.

4- Probabilidade condicional

A titulo de ilustracdo, suponha um avido com 190 passageiros, 0S quais

podem ser divididos de acordo com a tabela ou diagrama que seguem.
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Pais Sexo Mulheres (M) Homens (H) - LM __  H !
Argentinos (A} 50 20 \ Al 50 20 )
Brasileiros (B) 40 80 o B )
'B | 40 80 |

Total 90 100 L .- !

Pergunta-se: escolhido um homem entre os passageiros, qual é a
probabilidade de que ele seja argentino?

Neste caso, note que ser argentino esta condicionado ao fato de ser
homem. Portanto, enquanto o individuo procurado esta no conjunto A n H, o
espaco amostral € o conjunto H.

Assim, chamando P(AOH) a probabilidade condicional de A, dado H,

vem que:

PAlH - PANH) __20 _ 20%
P(H) 100

Definicdo Il: Sejam A e B dois conjuntos de modo que P(B) > O.
Denomina-se probabilidade condicional de A, dado B (ou na hipétese de ter
ocorrido B), a probabilidade P(ACB) = P(BnA) / P(B).

Portanto, da definicdo decorre que:

P(AnB) = P(B). P(ACB) = P(A). P(BTA) *(1)

Teorema IV (ou Lei do Produto) : Se P(A1n Az n ...n Ap) # 0, entdo,
P(A1nAzN ... N An) = P(AL).P(A20A,). P(AsCAL N A2).P(AOAL N Az N ... N Ana)
Esboco da Demonstracéo: Para dois conjuntos A; e A, a expressdo é valida
porque coincide com *(1). Verifiguemos a expressao para trés conjuntos, ou
seja, A1, Az e As,

P(A1n Az n As) = P[AsA2 n Al P(A1n As) = P[AsT(A2 N A)]. P(A0A).P(AY),

0 qual é o resultado desejado. No caso geral o raciocinio é semelhante.

4.1- Aplicacoes

1) Seja o0 experimento aleatério de lancar uma moeda, trés vezes seguidas.
Admita que os resultados obtidos nos dois primeiros langamentos tenha
sido “cara” para um deles e “coroa” para o outro. Pergunta-se: qual a

probabilidade de que o resultado do terceiro langamento dé “cara”?
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Dados do problema:

Fazendo C = “cara” e K = “coroa”, temos, CC | CK | KC | KK

e . C|CCC|CCK|CKC|CKK
conforme tabela a dlrelta, que: em tres KIKCCIKCKIKKCIKKK

langcamentos de uma moeda, o espago amostral dos possiveis resultados é:

Q ={CCC, CCK, CKC, CKK, KCC, KCK, KKC, KKK} - n(Q) =8.
Solucéo:
Seja A, 0 conjunto de resultados possiveis em que, nos dois primeiros
lancamentos, um deles é “cara” e o outro é “coroa”, isto €,

A = {CKC, CKK, KCC, KCK} - n(A) =4 - P(A) = n(A)/n(Q) = 4/8 = 1/2
Seja B, 0 conjunto de resultados possiveis em que, no terceiro langamento, 0
resultado é “cara”, ou seja, B = {CCC, CKC, KCC, KKC}.

Como, 0 que se quer € a probabilidade de B, dado A, [ou P(B[JA)], isso significa

gue devemos encontrar P(A n B), pois P(BOA) = P(A n B) / P(A).

Tendo em vista que, A n B ={CKC, KCC} - n(A n B) =2, disso decorre que
P(A n B)=n(A n B)/n(Q) =2/8= 1/4

Logo, P(BCAA) = P(A n B) / P(A) = (1/4)/(1/2) = 1/2.

2) Considere o experimento de retirar, ao acaso, uma carta de um baralho

comum. Qual é a probabilidade de se obter um “Rei” vermelho?

Dados do problema:

Obs.: Um baralho comum possui 52 cartas, divididas igualmente em quatro naipes, ou
seja, {ouros ¢, copas ¥, espadas # e paus #&}. Para cada naipe, a distribuicdo e
enumeracao das treze cartas sdo a seguinte:

Naipe Cartas
¢ As 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K
v As 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K
a ([As 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K
&» As 2 3 4 5 6 7 8 9 10 J Q K
Obs.: J = Valete, Q= Dama e K = Rei

Solucéo:
Dito de outra forma, o problema solicita a probabilidade da interseccédo do

conjunto de todas as cartas “Rei (K)” e o conjunto formado por todas as cartas

vermelhas (V). Portanto, solicita o valor de P(K n V).
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Tendo em vista que P(K n V) = P(K). P(VLK), isso significa que devemos
calcular o valor de P(K) e o valor de P(VIK).

Como K ={Ke , Ky, Ka K&} . n(K) =4, temos que P(K) = 4/52 = 1/13.

No caso de P(VLK), temos que (VIK) = {Ke , Kv} - n(VIK) = 2.

Ora, mas como P(VLK) = n(VIK) / n(K), vem que P(VLK) = 2/4 = 1/2.

Logo, P(K n V) = (1/2).(1/13) = 1/26.

3) Suponha que em uma cidade existam dois jornais A e B. Admita ainda
gue enquanto 50% dos leitores Iéem o jornal A, 60% Iéem o jornal B. Se,
apos escolher um leitor ao acaso, sabemos que ele Ié o jornal A, qual é
a probabilidade de que ele leia, também, o jornal B.

Dados do problema:
Como P(A) = 50%, P(B) = 60% e P(A O B) = 100%
(pois € conjunto de todos o0s leitores), e
P(AOB)=P(A) + P(B)— P(A n B), vem que:

P(A n B) = 60% + 50% — 100% = 10%.
Solucéo:
O problema solicita P(BA), isto € a probabilidade condicional de B, dado A.
Como P(BA) = P(A n B) / P(A), vem que:
P(BCA) = (10%) / (50%) = 1/5 = 0,20 = 20%.

5- Eventos independentes

Dois eventos sao ditos independentes um do outro se a ocorréncia de um
deles, de modo algum, tem relacdo com a ocorréncia do outro. Por exemplo,
quando lancamos, ao acaso, uma moeda duas vezes. Com efeito, pois o
resultado do segundo langcamento nada tem a ver com o resultado obtido no
primeiro langcamento.

Definicdo Ill: dois eventos A e B s&o independentes (ou mutuamente
exclusivos) se, e somente se, P(ACB) = P(B) ou P(BOA) = P(A). Portanto,
decorre da definicdo que:

P(A nB)=P(A).P(B).
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A titulo de ilustracdo vamos considerar o experimento aleatorio de lancar
duas vezes uma moeda e determinar a probabilidade de obter o resultado
“coroa” nos dois langcamentos [ou seja, (coroa, coroa)]. Quanto ao espago
amostral Q de todos os resultados possiveis, ap0s os dois langcamentos, temos
gue Q = {(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa)} - n(Q) =4

Denotando por A o conjunto das possibilidades de se obter “coroa”, no
primeiro langcamento, e B o conjunto das possibilidades de se obter “coroa”, no

segundo langamento, segue que:

A ={(coroa, cara), (coroa, coroa)} - n(A) =2, e dai P(A) = 2/4 = 1/2;
B ={(cara, coroa), (coroa, coroa)} - n(B) =2, e dai P(B) = 2/4 = 1/2.

Como, a probabilidade de se obter “coroa” nos dois lancamentos é a
probabilidade de ocorréncia de AnB = {(coroa, coroa)} e, além disso, os
eventos sao mutuamente exclusivos, entao:

P(AnB) = P(A).P(B) = (1/2).(1/2) = 1/4

6- Lei da Probabilidade Total

Definicdo 1V: Seja Q, um espaco amostral. O conjunto de eventos,
mutuamente exclusivos, A = { A1, Az, Az, ... A} € uma particao de Q, quando
dado um evento E, entdo, necessariamente, ocorre um, e somente um, evento

An O A. Em outras palavras, A € uma particdo de Q, quando,

a) Ay~ Aj=¢ paratodoi=j,

b)) U JA =0
i=1

c) P{(A) =0paratodoi A

Figura - ??

(*) Note que, na figura ??, A = { A1, Az, A, ... Ay} € uma particdo do espaco
amostral Q, pois (Ain A) =@ A0 A 0O ...0A,=Q, P(A) >0, para todo i.
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Teorema V: Seja B, um evento contido em uma particdo A = {A1, Az, Az, ... An}
de Q, conforme a figura ??. Entéo,

P(B) = P(A1). P(BOA1) + P(A2). P(BOA?) +...+ P(An). P(BOA)

{2 Demonstragdo: Temos que

An | Aq i B=(A.nB)O (A2 n B)O...0 (A n B).
B Entdo:

As As P(B)=P(A1 n B) D P(A, n B) O ... 0 P(Ay n B) =
f:;ra ft: = P(A1). P(BUAY) + P(Ay). P(BLA) +...+ P(Ay). P(BLA,)

Para exemplificar uma aplicacdo da Lei da
Probabilidade Total, vamos considerar o0 seguinte

problema: Considere duas urnas, a primeira contendo cARA

duas bolas azuis e trés vermelhas e a segunda urna l.....l

contendo quatro bolas azuis e uma vermelha. Sorteia-

Urna 1

se, a0 acaso, uma moeda. Se der “cara”, entdo, ao

acaso, retira-se uma bola da urna 1 e, se der “coroa”, =
COROA

entdo, também ao acaso, retira-se uma bola da urna

2. Nessas condicBes, apds sortear a moeda, qual a l.....l

probabilidade da bola sorteada ser vermelha? Urna 2

Obs.: Para a leitura da solucéo, admita a seguinte notacao:

C ="“cara” K =*“coroa” V = bola “vermelha A = bola “azul”
Solucao:
Note que o0s eventos de se retirar uma bola sdo mutuamente exclusivos, assim
como o € os resultados oriundos do langcamento da moeda. Com efeito, pois a
saida de um resultado, anula a possibilidade de que outro ocorra.
Portanto, pela lei da probabilidade total, vem que: P(V) = P(C n V) + P(K n V).
Ou segja,

P(V) = P(C).P(VLC) + P(K).P(VK).

Como, P(C) = P(K) = 1/2, P(VC) = 3/5 e P(VLK) = 1/5, segue que:
P(V) = (1/2).(3/5) + (1/2).(1/5) = (3/10) + (1/10) = 4/10 = 2/5.
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7- Regra de Bayes

Teorema VI : Seja A = {A1, Az Az ... An} uma particdo do espago amostral Q.

Se B é um evento, tal que P(B) = 0, entdo segue que:

P(A,|B) IP{Ak}. P(B|A,)

2 P(A).PB|A})
k=1
Demonstracdo: Do Teorema V, resulta que:

P(B)= P{A1}.P{B|A1} + F'{Az}.F'{B|A2} +..+P(A,).P(B|A,) =i‘, P(A, ). F'{B|Ak}

M segue gue: F'{Ak| B) =

P(B) 2 P(AL).PBIAY)

Como, P(A,| B) -

P(A,).P(B]A,)

7.1- Aplicacdes

1) Considere a situacdo: suponha quatro urnas, numeradas de 1 a 4,
contendo bolas vermelhas e bolas azuis, conforme a figura abaixo. Para
se retirar uma bola, lanca-se um dado de quatro faces numerado de 1 a
4. Ap6s o lancamento do dado, uma bola deve ser retirada
aleatoriamente da urna, cuja numeragdo corresponda ao resultado
obtido no dado. Por exemplo, se o resultado obtido no dado for 3, entdo

uma bola deve ser retirada, ao acaso, da urna 3.

1 2 3 4

l.....J l.....J l.....J l.....J

URNA 1 URNA 2 URNA 3 URNA 4

Suponha, agora, que nédo se conheca o resultado da jogada do dado (e,
consequentemente, ndo se saiba de qual urna foi extraida a bola), mas que
saibamos que a bola extraida é vermelha. Qual é a probabilidade de ter sido

escolhida a urna 2 (isto é, qual é a probabilidade de ter aparecido 2 no dado?).
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Obs.: Para a leitura da solucéo, admita a seguinte notacao:

Indicacdes para o valor do dado:

D;=1 \ D,=2 | D;=3 | D,=4
Indicacgdes para as urnas:
Up=umal | Uy=uma2 | Us=uma3 | Us=ura4
Solucéo:

Observe que todos os eventos sdo mutuamente exclusivos, pois a saida de um
resultado anula a possibilidade de que outro venha ocorrer. Denotando bola
vermelha por V, temos que: como o que se quer é P(D,[V), entdo pela regra
de Bayes segue que:
P{D2).P(V D)

P(D1).P(V ' Dy} + P(D2).P(V | Dz2) + P(D3).P{V | D3) + P(Ds).P(V | D)
Como, P(D,) = P(D,) = P(D3) = P(D,) = 1/4; P(VID,) = P(VID3) = 3/5, e
P(VOD,) = P(V[D,) = 1/5, ent3o,

P(D21V) =

(=
(- + 5+ ) E)+ - )

2) 'Durante alguns anos, usou-se um teste para determinar se uma pessoa

P(D: V)= =12,5%

era ou ndo portadora de certa doenca. A experiéncia (isto €, a
freqiéncia relativa) indica que, se a pessoa tem a doenca, a
probabilidade de que o teste seja positivo € de 0,9 (e conseqguentemente
a probabilidade de que seja negativo é de 0,1). Por outro lado, se a
pessoa ndo tem a doencga, o teste tem a probabilidade de 0,05 de um
resultado positivo (e consequentemente uma probabilidade de 0,95 de
que seja negativo). Sabe-se que a probabilidade de uma pessoa ter a
doenca € de 0,001 (ou seja, cerca de um em cada 1.000 pessoas é

portadora da doenca). Sendo assim,

) Se o teste for aplicado a uma pessoa selecionada ao acaso, qual a
probabilidade de um resultado positivo?

II) Dado que o resultado do teste foi positivo, qual a probabilidade de que a
pessoa tenha a doenca?

[II) Qual a probabilidade de que o teste forneca informacao incorreta?

! Exemplo extraido de Yoseloff (1978 p. 138, 145, 146, 147)
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Obs:. Para a leitura da solugéo, considere a notagao:
R+ - evento: ha reacdo positiva PD - evento pessoa tem a doenca
R- - evento: o teste é negativo PN - evento pessoa ndo tem a doenca
Dados do problema:
P(R+0PD) = 0,9 -~ P(R-OPD) = 0,1
P(R+CPN) = 0,05 - P(R-COPN) = 0,95
P(PD) = 0,001 - P(PN) =0,999

Solucéo | — Se o teste for aplicado a uma pessoa selecionada ao acaso, qual a

probabilidade de um resultado positivo? Ou seja, qual € o valor de P(R+)?
Como, uma pessoa tem a doenca (PD) ou ndo tem a doenca (PN) - ndo

€ possivel que ela tenha e ndo tenha - isso significa que os eventos séo

mutuamente exclusivos. (PD O PN = Q, PD n PN = ¢).

E+ i PD Mdo tem a doenga e
reger: angﬂ?vr;ﬁeite reage positivamente
ge p PD .
Tem a doenga —— —— M4o tem a doenga

Logo, P(R+) = P(PD).P(R+PD) + P(PN).P(R+PN) =
=(0,001).(0,9) + (0,999).(0,05) = 0,0009 + 0,04995 = 0,05085 = 0,051.
Portanto, aproximadamente 5,1% das pessoas submetidas ao teste reagem

positivamente.

Solucédo 2: Dado que o resultado do teste foi positivo, qual a probabilidade de
gue a pessoa tenha a doenca? Ou seja, qual € o valor de P(PDR+)?
Pela regra de Bayes: P(R+ | FD).BP(PD}
P(PD |R+)=— - - E——
P(R+|PD).P(FPD)+ P(E+ | PN).P(FN)

Como P(R+0OPD).P(PD) + P(R+[PN).P(PN) = P(R+) = 0,050585 vem que:

0,000%
P(PD ER+)= 005085 0,018

Portanto, aproximadamente 1,8% das pessoas doentes que sao submetidas ao

teste, reagem positivamente.
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Solucéo 3: Qual a probabilidade de que o teste forneca informacéo incorreta?
Seja o evento E de que um erro ocorra. Como E ocorre se e somente se,
a pessoa nao tem a doenca e reage positivamente (PN n R+) ou se a pessoa
tem a doenca e reage negativamente (PD n R-), temos que:
P(E) = P(R+ n PN) O P(R- n PD).

Como os eventos sdo mutuamente exclusivos, segue que:

P(E) = P(R+ n PN) + P(R- n PD), isto é,
P(E) = P(R+PN). P(PN) + P(R-CPD). P(PD) = 0,04995 + 0,0001 = 0,05005

Consequentemente, a probabilidade de erro é de aproximadamente 5%.

Observacéo: De acordo com Yoseloff (1978, p.147) este ultimo resultado em
conexdo com a solucéo Il sugere que, embora a probabilidade de erro seja
bastante pequena, o0 teste ndo deve ser considerado satisfatoriamente
eficiente. E isso, porque apenas 1,8% das pessoas que reagem positivamente
ao teste sdo portadoras da doenca. A razao esta no fato de que € pequena a

probabilidade de uma pessoa ser portadora da doenca.
8- Ensaios de Bernoulli: a distribuigdo binomial

Até agora consideramos a probabilidade de acontecimentos que sao
mutuamente exclusivos, dependentes e independentes. Porém, se esses
fatores forem variados e combinados, novos e interessantes meétodos
aparecem.

Para ilustrar, vamos supor uma urna que contém em seu interior 4 bolas
brancas e 4 bolas pretas Logo se retirarmos uma bola dois acontecimentos séo
equiprovaveis, ou seja, ser branca (B) ou preta(P). Vamos escrever isso da
seguinte forma:

Na primeira retirada ha dois resultados possiveis, ou seja: 2*
a) (1) 2 @

Na segunda retirada ha quatro resultados possiveis (2°):

b) (1) 2) EQ 3 @F 4 QO
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Em trés retiradas, ha oito resultados possiveis (2°);

¢) (1) e @9r 6 @@r O EOQ
@ @@ @ 9re © QO 6 Q00

Em quatro retiradas, ha dezesseis resultados possiveis (2%):;

9 @) ) @rEeE O P 13 EeRO
@ e © @rEe (10 ®EYE (14 QEOO
® Pe® 7 @BEE (1) EEEQ (1 QOB
@ EeE® 6 @@rE (12 EFEEY (1 QO

Generalizando, em n retiradas ha 2 " resultados possiveis.

Sendo assim, isso nos permite utilizar o teorema do bindmio. Suponha
gue B simbolize a retirada de uma bola branca e P a retirada de uma bola
preta. Desenvolvendo a expressdo (B + P)?, segue que:

BB + BP + PB + PP = B + 2BP + P2,

Note que esta expressdo algebrica apresenta de forma resumida, a
distribuicdo mostrada explicitamente em (b) acima, ou seja, todos os resultados
possiveis de duas retiradas de uma urna gue contenha o mesmo numero de
bolas brancas e bolas pretas.

Observe que, para trés retiradas podemos escrever a expressao:

(B +P)®=B*+3B%P + 3BP?+ P?,
que, por sua vez, representa todos os oito resultados possiveis que estéo
apresentados em (c), ou seja, um de retirar trés bolas brancas, trés de retirar
duas brancas e uma preta, trés de retirar duas pretas e uma branca e uma de
retirar trés bolas pretas, cujas probabilidades associadas sdo, respectivamente,
1/8, 3/8, 3/8 e 1/8.

Generalizando, temos que para n retiradas sucessivas, 0 teorema do
binbmio nos oferece todos os resultados possiveis de n retiradas, caso estas
retiradas sejam feitas a partir de uma urna que contenha o0 mesmo numero de

bolas brancas e bolas pretas. Em sintese,

(B + P)n =B+ nB'P + n(n -1) Br-2pP2 + f'l(l"l -1 )(I"I - 2) B3PI+ 4+ Pn
21 3l



24

Exemplo: Suponha que pecas saiam de uma linha de producdo e sejam
classificadas como defeituosas (D) ou como nao defeituosas (P), isto é,
perfeitas. Admita que trés pecas, da producdo de um dia, sejam escolhidas
aleatoriamente e classificadas de acordo com esse esquema. Logo, 0 espaco
amostral Q para esse experimento pode ser assim, apresentado:

Q ={DDD, DDP, DPD, PDD, PPD, PDP, DPP, PPP}

Suponha, agora, que a probabilidade de sair uma peca defeituosa seja
0,3 (e, consequentemente, 0,7 a probabilidade de sair uma peca perfeita), pelo
menos enquanto durar o experimento. Além disso, suponha que a classificacédo
de qualquer peca seja independente da classificagdo de outra qualquer peca.

Com essas suposi¢des, segue que as probabilidades associadas aos
diferentes resultados do espaco amostral Q, s&o (0,3)%, (0,3)%(0,7), (0,3)%(0,7)",
(0,3)%(0,7)%, (0,3)*(0,7)?, (0,3)*(0,7)?, (0,3)*(0,7)?, (0,7)°.

Note-se que, em geral, nosso interesse ndo esta voltado para todos os
resultados individuais de Q. Ao contrario, 0 interesse € saber quantas pecas
defeituosas seriam encontradas, ndo importando a ordem em que elas
pudessem interessar. Em outras palavras, desejamos estudar a variavel
aleatoria X, a qual atribui a cada resultado s [0 Q o numero de pecgas
defeituosas encontradas no experimento. Portanto, o conjunto de valores
possiveis de X é {0, 1, 2, 3}.

Com isso, é possivel obter a distribuicdo de probabilidade de X, p(x;) =
P(X = x;), da seguinte maneira:

X =0 se, e somente se, ocorrer DDD

X =1 se, e somente se, ocorrer DDP, DPD e PDD

X =2 se, e somente se, ocorrer DPP, PDP e PPD

X = 3 se, e somente se, ocorrer PPP
Entao,

p(0) = P(X = 0) = (0,3)° P(2) = P(X = 2) = 3(0,3)(0,7)°

P(1) = P(X = 1) = 3(0,3)%(0,7)" P(3) = P(X =3)=(0,7)’

Observe que a soma dessas probabilidades é igual a 1, pois a soma

pode ser escrita como (0,3 + 0,7)° = 1° = 1.
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9- A Lei Binomial de Probabilidade
Teorema VII: Em uma seqiiéncia de n ensaios de Bernoulli [isto €, n
realizagcbes de uma experiéncia com dois resultados possiveis, ou seja,
sucesso (S) o fracasso (F)] seja p a probabilidade de sucesso em um dado
ensaio qualquer. Entdo a probabilidade de exatamente k sucessos (0 < k < n)

em n ensaios é
PN k(4 _ nYk=-n
( )p-p)

Demonstragdo: Suponha uma experiéncia que se repete n vezes e que em
qualquer uma delas tenhamos P(S) =p e P(S%) = P(F) = 1 — p.

Qual é, entéo, a probabilidade do evento A ocorrer em i das n experiéncias?
Note que em cada uma das n experiéncias P(S) e P(F) sdo constantes e o
resultado de cada experiéncia é independente dos resultados anteriores.

Sendo assim, a probabilidade de obter i vezes o0 evento S e n — i 0 evento F,
em qualquer ordem é o produto das probabilidades. Ou seja, p'. (1 —p)"~".
Como é conveniente ao problema qualquer conjunto ordenado de n elementos,
sendo i iguais a S e n — i iguais a F, devemos calcular o namero de
permutacdes que satisfazem (0 numero permutacbes de n elementos com i
iguais a S e n —iiguais a F), isto é:

n ival h

e que equivale a ( | )
1

E, em seguida, multiplicar este namero pelo produto das probabilidades,

obtendo a expresséo,
n . .
p=()Pi(1-p)

Que é denominada Lei Binomial de Probabilidade, porque coincide com termo

Ti+1 do desenvolvimento de [p + (1 - p)]".

Exemplo 1: Admita que uma valvula eletrdnica, instalada em determinado
circuito, tenha probabilidade 0,3 de funcionar mais de 600 horas. Se
examinarmos 20 valvulas, qual é a probabilidade de que delas, exatamente K,

funcionem mais que 600 horas, k=0, 1, 2, 3,..., 20?
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Solucdo: Se X for o numero de valvulas que funcionem mais de 600 horas,

vamos admitir que X tenha um distribuicdo binomial. Ent&o,
20 k 20-k
P(X =k) = ( )(0,3) (0,7)
k

cujos valores associados podem ser lidos na tabela 1, abaixo.
TABELA 1:

P(X = 0) = 0,001
P(X = 1) = 0,007
P(X = 2) = 0,028
P(X = 3) = 0,072
P(X = 4) = 0,130

P(X=5)=0,179
P(X = 6) = 0,192
P(X =7) =0,164
P(X = 8) = 0,114
P(X = 9) = 0,065

P(X = 10) = 0,031
P(X =11) = 0,012
P(X = 12) = 0,004
P(X = 13) = 0,001
P(X =14) = 0" para K = 14

(*) As probabilidades restantes sdo menores do que 0,001

Se marcarmos os valores dessa distribuicdo, vamos obter o grafico de
configuracdo bastante geral, apresentado na figura abaixo. Note-se que as
probabilidades binomiais crescem de forma monoétona até atingir um valor

maximo para, em seguida, decrescer de maneira idéntica.

25%

20%

15%

10%

5% -

0% - T ——

Exemplo 2: Um vendedor sabe que 22% das pessoas de sua clientela
comprardo o seu produto. Se certo dia ele faz contato com quatro clientes, qual
€ a probabilidade de que exatamente uma pessoa compre 0 seu produto?
Também, qual é a probabilidade de que pelo menos uma pessoa compre o seu

produto?
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Solucdol: Trata-se de uma experiéncia que consiste em 4 ensaios de
Bernoulli. Se considerarmos como sucesso de venda p = 22% = 22/100 = 11/50

e V 0 evento de exatamente uma venda, entao,

1 11
Pv= ()() (%) -oe

Em outras palavras, o vendedor tem, aproximadamente, 42% de chances de

vender exatamente um produto.

Solucdo2: a proxima questdo é: qual é a probabilidade de que pelo menos
uma pessoa compre o seu produto ( isto €, que ele faga uma venda, duas ou
trés vendas)? Se V é o evento de que pelo menos uma pessoa compre 0
produto, o evento V° é o evento de que nenhuma pessoa compre alguma

coisa. Como,

Pve= () (3) (-1 o

vem que P(V) = 1 — P(V®) = 0,63, ou seja: o vendedor tem uma chance de
aproximadamente 62% de realizar pelo menos uma venda, ao final de suas

visitas.
A ser continuado ...
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